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可靠广播单组传输次数的期望 
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摘  要：在一对多传输模式中，广播/多播比单播能够提供更高的传输效率，单组数据重传次数的数学期望是可靠

广播理论中的一个基本参数。迄今为止，相关文献基于离散概率分布函数给出了两类该参数的解：精确的级数解

和用于分析复杂度的近似解。针对前者计算时间较多、后者精度较差的情况，构造对数函数幂级数部分和的近似

表达式，将离散概率分布函数进行连续化处理，得到误差更低、物理意义更加明确的近似解。在此基础上，将级

数解和概率连续近似解进行组合，导出高精度的近似解。数值模拟实验表明，其平均误差比已有近似解低 2～3个

量级。 
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Abstract: In one-many transmission model, broadcast/multicast was more effective than unicast at delivery efficiency. 

The mathematical expectation of individual packet transmission times was a fundamental parameter in the theory of reli-

able broadcast. Up to now, there were two categories of solutions for this parameter in relevant literatures: exact series 

solutions and approximate solutions used for analyzing complexities. The former may consume too much computing time, 

and the latter’s precision was very low in some regions. Combining one series solution with the solution based on the as-

sumption of continuous probability distribution, derive a few simple and high-precision solutions whose physical mean-

ings were more obvious. Simulation shows that the average deviation has been lower than the current solution 2～3 order 

of magnitude. 
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1  引言 

网络和信息服务技术的快速发展，使得访问形

式服从幂律分布的点对点传输网络极易发生拥塞，

难以满足用户需求，进而推动了数据广播/多播理论

和技术的研究。在一对多的信息传播模式中，与单

播技术相比，广播能够提供更高的数据传输效率，

在数据广播、大文件分发、音视频点播等方面得到

了广泛的应用。 

常见的可靠广播机制包括轮播、ARQ(automatic 

repeat-request)广播、HARQ(混合 ARQ)广播和网络

编码（NC, network coding）广播，后者包含 ARQ_NC
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和数字喷泉码 2种方式。在单跳、误码传输环境中，

如果被传送的数据只有一个分组，除了 HARQ广播

外，这些广播机制均简化为单组重传。令 M为所有

用户正确接收一个分组所需的传输次数，参照文献

[1,2]，设它的数学期望为 E[M]，它与分组丢失率和

用户数有关，是分析可靠广播效率的基础参数。 

迄今为止，相关文献基于单组数据重传的多用户

接收正确率的离散概率分布函数得出了两类 E[M]的

解：精确的级数解和用于分析复杂度的近似解。前

者可能耗费较多的时间，计算复杂，后者的精度在

部分区间相当差。本文在研究了对数函数幂级数部

分和与相应的连续概率分布函数期望的基础上，通

过将级数解和基于连续概率分布的近似解进行有

机组合，得到了计算简单、精度较高、物理意义更

加明确的 E[M]的近似解析解。 

2  相关研究工作 

本节简单描述部分文献给出的可靠广播/多播

的实现机制，并指出 E[M]的研究现状。 

Pingali、Towsley和 Kurose对 3种可靠多播协

议进行了深入的分析[1,2]。第一种协议的接收方发送

ACK（acknowledgments）消息，差错控制以发送方

为主完成；后2种协议中，接收方发送NAK（negative 

acknowledgments）消息（即时发送和随机延时发

送），收方主导差错控制的过程。为了比较 3 种协

议的性能，给出 E[M]的 3种表达式：无穷级数、有

限级数和近似解析解。前 2个计算比较复杂，后者

除了E[M]非常接近于 1的情况外，误差较大。Levine

等人[3]将文献[1,2]的协议与基于树（tree-based）和

基于环（ring-based）的可靠多播协议进行了比较，

得到了基于树可靠多播性能更优的结论。对 E[M]

的分析仍然是该文的重要内容之一，分析方法与文

献[1,2]类似。 

当信道比较差的时候（尤其是无线传输情形），

ACK和 NAK差错控制的效率非常低，就需要应用

前向纠错（FEC）技术。目前可靠广播 FEC方案主要

包括 RS码（reed-solomon code）和喷泉码[5～8]，它们

将 k个分组组成数据块进行编码，生成 n(n＞k)个包

括纠错冗余的分组发送到接收端，用户只要收到足

够多的分组（数量不小于 k，喷泉码要求的数量稍

多一些），就能完整地恢复整块数据。然而，对于

非喷泉码的 FEC，当错误分组数超过纠错能力时，

还是需要重传，重传次数的分析方法与 E[M]类似，

只不过是将分组重传的过程换成了分块(包括多个

分组)重传，分组丢失率变成了 FEC 后的分块丢失

率。这些文献也没有给出 E[M]简单、精度较高的近

似解。 

还有一些非传统的多播纠错方案。Banerjee[4]

提出了一种覆盖网络弹性多播，其基本机制为：在

树型多播系统中，收到数据分组的节点，以较小的

概率向其他分支叶子节点随机发布该分组数据，如

果该节点以前未收到此数据，则纠正错误。此方法

的开销和延迟较低，效率较高。Nguyen[9]等人提出

了一种基于网络编码的可靠多播方法，发送方采用

异或计算( ⊕ )减少需要错误分组重发的数量。例如，

收方 1只丢失了 a分组，收方 2只丢失了 b分组，

发方仅需发送一个分组 a⊕ b，收方 1通过 b⊕ (a⊕ b)

可以恢复 a分组，收方 2通过 a⊕ (a⊕ b)可以恢复 b

分组。文献[4,9]的分析中还是没有 E[M]的简单、精

确近似解。Ghaderi[10]等人对无线网络中网络编码的

可靠性增益进行了定量分析，他们采用单组传输次

数的期望作为可靠性性能指标，并给出了 E[M]极限

表达式，它在 E[M]为 1～10 的范围内，除了接收者

数量很少的情况外，误差非常明显。 

3  符号定义和已有的分析结果 

本文研究的问题可描述为：一个发送方负责发

送分组数据到多个接收者，传输误码引起的各接收

方分组丢失率相同且相互独立，一个单组数据平均

经过多少次重复传递，所有接收方才能正确接收到

该分组数据。符号的定义如下。 

p：收方分组丢失率，各收方分组的丢失是不

相关的事件； 

R：接收用户的数量； 

m：一个分组重传的次数； 

M：所有接收用户正确接收一个分组所需的重

传次数； 

H
n

：n 阶调和数，
1

1 1

ln

2

n

n

i

H n

i n

γ
=

= ≈ + + −
∑

 

2

1

12n

+
4

1

120n

，n为正整数； 

γ：欧拉常数，γ≈0.577 215 664 9。 

根据文献[1～3,7～10]，E[M]的分析过程如下。 

一个分组经过 m次重传后，所有用户正确接收

该分组的概率为 

 [ ] (1 )

m R

P M m p= −≤  (1) 
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这里的 m为非负整数，式(1)是一种离散的概率

分布函数。 

所有接收者均正确接收单个分组数据所需的

平均重传次数，即 M的数学期望为 

1

E[ ] [ ]

m

M mP M m

∞

=

= =
∑

 

  ( )
1

[ ] [ 1]

m

m P M m P M m

∞
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= − −
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 = + − −  ∑

 (3) 

( ) 1

1
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1
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i
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−

=

 

= −
  −
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∑

 (4) 

式(2)～式(4)的计算量是不可控的，当 R很大时，

式(4)数值计算难度较大，甚至在计算上是不可行

的。鉴于精确公式计算的复杂性，文献[2]和文献[10]

给出了下列 2种简单的近似公式 

 E[ ] (1 ln )

1

p

M O R

p

≈ +
−

 (5) 

 
1

1

lim E[ ]

ln 1

R

R

H

M

p p

→∞

−= +
−

 (6) 

为了分析上述近似公式存在的误差，对R取 20，

21，22，…，228和 229共 30种值，对 p取 46个值，

其范围为[10−8, 0.839 67]，后一个值为当前值的 1.5

倍，总的计算样点数为 1 380 个，本文后面在检验

其他 E[M]近似公式的精度时，都将采用这里的实验

方案。式(5)和式(6)与式(3)的 1 380样点的平均绝对

误差分别为 1.32和 0.306。图 1和 2给出了式(5)和

式(6)误差分布的情况，E
3

[M]表示式(3)的计算值。

计算数据按式(3)结果从小到大进行了排序，式(3)的

计算精度为 10−10。显然，简单的式(5)和式(6)用于

计算 E[M]的下限和上限尚可，但用作它的近似式，

则精度明显不足。 

 
图 1  式(5)的误差分布 

 
图 2  式(6)的误差分布 

4  基于连续概率分布的 E[M]近似式及其物
理意义分析 

式(1)是一个离散的概率分布函数，在计算E[M]

时，可以用一个连续概率分布函数 

 ( , ) (1 ) ,

t s R

F t s p t s

−= − ≥  (7) 

将式(2)的级数计算近似等效为积分计算 

 E[ ] td ( , )

s

M F t s

∞
≈
∫

 

其中，t是连续值的重传次数，s是分布函数的平移

量。图 3给出了 p=0.2，R=5时不同 s值的概率分布，

其中，F(int(t)，0)与式(1)的离散概率分布相同，图

中各分布曲线的左边的面积为相应的期望值。将连

续分布函数 (1 )

t s n

p

−− 在区间 a t b≤ ≤ 的期望（附

录 B的式(16)）代入式(7)可得 

 E[ ]

ln

R

H

M s

p

≈ − +  (8) 

由图 3可知，s=0、s=1和 s=0.5时式(8)的计算

值分别相当于 E[M]的下限、上限和近似值，这 3

种情况与式(3)的 1 380样点的平均绝对误差分别为

0.536、0.464和 0.138。前 2种情况的精度优于式(5)，

后一种优于式(5)和式(6)。为保证 E[M]的计算结果

不小于 1，s=0.5的式(8)可修改如下 

 
1

E[ ] max 1,

2 ln

R

H

M

p

 

≈ −
 

 

 (9) 

它与式(3)的1 380样点的平均绝对误差为0.091 1，

图 4给出了式(9)与式(3)的误差分布。 

式(3)是一个无穷级数表达式，虽然其计算结果是

精确的，但从公式结构来看，只能定性地表明 E[M]

是 p和 R的单调增长函数。在此基础上，式(5)和式(6)

明确了 E[M]与 R的关系：当 p不变的情况下，若不
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考虑常数项，E[M]与 lnR成正比(lnR是式(6) HR的核

心部分)。考虑到所需的前提条件，这种关系是半定

量的。式(9)则进一步明确了 E[M]与 p的半定量关系：

若不考虑常数项，E[M]与 lnR 成正比，与 lnp−1成反

比，或者说 E[M]是以 p

−1为底的 R的对数函数。式(9)

的精度明显高于式(5)和式(6)，收敛速度更快，故该

式展现变量之间的关系，更接近 E[M]的本质。 

 
图 3  3种 s 值的连续概率分布和离散概率分布 

 
图 4  式(9)的误差分布 

5  高精度的 E[M]近似表达式 

当 E[M]比较小时，如果用式(9)取代式(3)仍然

存在比较明显的相对误差。通过观察可以发现，在

限定结果误差的条件下，如果 E[M]较小，式(2)一

般仅需要计算前几项的和，即可满足精度要求，计

算量并不大；若 E[M]较大，采用式(9)能够获得符合

精度要求的计算结果。因此，将基于离散分布和连

续分布的 E[M]计算方法结合在一起，可以获得计算

简单、精度较高的 E[M]表达式 

{ }1

1

E[ ] (1 ) (1 )

k

m R m R

m

M m p p

−

=

 ≈ − − − +
 

∑

 

0.5

0.5

d(1 )

t R

k

t p

∞ −

+
−

∫

 

将附录 B中的式(16)代入式(9)，并进行多项式

合并，可得(推导过程参见附录 C) 
e

1

1

1 (1 ) 1 (1 )

E[ ] log (1 )

2e

H

R

R

k k R

k

m R

p

H

m

p p

M p

−

=

− − − −≈ − − +
∑

  (10) 

对于 k为 1到 6的情形，式(10)与式(3)1 380样点

的平均绝对误差分别为 0.071 1、0.021 1、0.009 11、

0.005 04、0.003 26和 0.002 41。随着 k的增加，精

度改善的幅度越来越小，故未列出 k 更大时的结

果。在计算分析过程发现，将上式最后的指数项

由 R调整为 exp(H
R

)，可使这 6种情形的误差分别

降低到 0.059 5、0.015、0.005 46、0.002 55、0.001 47

和 0.001 02。综合考虑表达式的复杂性和计算精度，

选用 k=3时的式(10)作为 E[M]的高精度近似式 

 
3 e

1 (1 )

E[ ] log (1 )

e

H

R

R

R

p

H

p

M p

− −≈ − − −    

3 e

2

1 (1 )

(1 )

2

H

R

R

p

p

− −− +  (11) 

图 5 给出了式(11)与式(3)的误差分布。为便于

与式(6)的精度进行直观的比较，图 5还列出了式(6)

与式(3)的误差分布。导致式(11)存在误差的主要原

因有 2个，k的取值不够大，近似处理采用的式(16)

本身就存在误差。在本文给定的实验参数条件下，

式(11)尽管没有完全消除误差，但其平均精度比式

(5)提高了接近 3个量级，比式(6)提高了接近 2个量

级，与式(3)相比，计算更简单。 

 
图 5  式(11)和式(6)的误差分布 

6  结束语 

在可靠广播/多播理论中，求解单组数据重传次

数的数学期望是一个比较重要的问题。本文通过概

率分布函数的连续化近似处理，获得了精度优于已
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有文献的近似公式，其物理解释更加明确。在此基

础上，将它与已有的无穷级数解相结合，得到了一

个高精度的近似公式，能够帮助广播/多播系统更加

精确地控制单组数据的播发次数，既避免接收不完

整，又避免过分冗余，进而提高系统的效率。 

本研究并未限定是否存在回传信道。因此，导

出的 E[M]表达式，既适用于纯单向的广播传输，也

可用于双向网络的 ARQ广播/多播模式。 

附录 A  对数函数幂级数部分和的估计 

当 0 1p＜ ≤ 时，对数函数 ln p可展开为如下形式的幂

级数 

 

1 1

(1 ) (1 )

ln ( )

i i

n

n

i i

p p

p r p

i i

∞

= =

− −= − = − −
∑ ∑

 (12) 

其中，n为正整数， ( )

n

r p 为余项，应该满足下列 4个条件： 

1) ( ) 0

n

r p ≥ ； 

2) ( )

n

r p 随 n的增长单调递减， lim ( ) 0

n

n

r p

→∞
= ； 

3)

1

lim ( ) 0

n

p

r p

→
= ； 

4)

0

lim ( ) ln

n n

p

r p p H

→
= − − 。 

据此可构造一种 ( )

n

r p 的表达式 

 

e

( ) ln 1 (1 )

H

n

n

r p p

 ≈ − − −
 

 (13) 

由式(12)和式(13)可得，对数函数幂级数部分和的近似

式为 

 

e

1

(1 )

ln ln 1 (1 )

H

n

i

n

i

p

p p

i=

−
 ≈ − + − −
 

∑

 (14) 

为了检验上述近似带来的误差情况，分别定义 

 

1

(1 )

( )

i

n

n

i

p

H p

i=

−=
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' e

( ) ln ln 1 (1 )

H

n

n

H p p p

 = − + − −
 

 

'

( ) ( )

n n

H p H p− 随 p和 n变化的情况如图 6所示，计算 

 

图 6  对数函数幂级数部分和近似式的误差分布 

过程中的 H

n

为精确值。还对 p更小的情况进行了计算，结

果表明，对数函数幂级数部分和近似式误差的最大绝对值不

超过 0.035 5。由于误差的分布形式比较简单，可以构造更

精确的近似式，使最大误差降低约一个量级，但会增加表达

式的复杂性，且式(14)基本可以满足本文计算精度的要求，

故这里不再赘述。 

附录 B  连续分布函数 (1 )
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分部积分法 
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积分逐级降阶 
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由式(14)可得 
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附录 C  式(10)推导过程 
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